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中考数学 | 图形几何变换

【图形的相似】解答题专题训练
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【发现】如图①，已知等边△ABC，将直角三角板的60°角顶点D任意放在BC边上（点D不与点B、C重合），使两边分别交线段AB、AC于点E、F．

（1）若AB＝6，AE＝4，BD＝2，则CF＝ 4 ；

解：∵△ABC是等边三角形，

∴AB＝BC＝AC＝6，∠B＝∠C＝60°．

∵AE＝4，∴BE＝2，则BE＝BD，

∴△BDE是等边三角形，∴∠BED＝60°，

又∵∠EDF＝60°，∴∠EDB＝∠B＝60°．

∴∠CDF＝180°﹣∠EDF﹣∠B＝60°，

则∠CDF＝∠C＝60°，∴△CDF是等边三角形，

∴CF＝CD＝BC﹣BD＝6﹣2＝4
（2）求证：△EBD∽△DCF．

证明：如图①，

∵∠EDF＝60°，∠B＝60°，

∴∠CDF+BDE＝120°，

∠BED+∠BDE＝120°，∴∠BED＝∠CDF．

又∠B＝∠C＝60°，

∴△EBD∽△DCF；
【思考】若将图①中的三角板的顶点D在BC边上移动，保持三角板与边AB、AC的两个交点E、F都存在，连接EF，如图②所示，问：点D是否存在某一位置，使ED平分∠BEF且FD平分∠CFE？若存在，求出BD/BC的值；若不存在，请说明理由．

存在

证明：如图②，过D作DM⊥BE，DG⊥EF，DN⊥CF，垂足分别是M、G、N，

∵ED平分∠BEF且FD平分∠CFE．

∴DM＝DG＝DN．

又∠B＝∠C＝60°，

∠BMD＝∠CND＝90°，

∴△BDM≌△CDN，

∴BD＝CD，即点D是BC的中点，

∴BD/BC=1/2；
【探索】如图③，在等腰△ABC中，AB＝AC，点O为BC边的中点，将三角形透明纸板的一个顶点放在点O处（其中∠MON＝∠B），使两条边分别交边AB、AC于点E、F（点E、F均不与△ABC的顶点重合），连接EF．设∠B＝α，则△AEF与△ABC的周长之比为1﹣cosα（用含α的表达式表示）．

解：如图③，连接AO，作OG⊥BE，OD⊥EF，OH⊥CF，垂足分别是G、D、H．

则∠BGO＝∠CHO＝90°，

∵AB＝AC，O是BC的中点，

∴∠B＝∠C，OB＝OC，

∴△OBG≌△OCH，

∴OG＝OH，GB＝CH，∠BOG＝∠COH＝90°﹣α，

则∠GOH＝180°﹣（∠BOG+∠COH）＝2α，

∴∠EOF＝∠B＝α

由（2）题可猜想应用EF＝ED+DF＝GE+FH（可通过半角旋转证明），

则C△AEF＝AE+EF+AF＝AE+EG+FH+AF＝AG+AH＝2AG，

设AB＝m，则OB＝mcosα，GB＝mcos2α．

C△AEF/C△ABC＝2AG/2（AB+OB）=AG/AB+OB

=m-mcos2α/m+mcos=1﹣cosα．
【二】解答题
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（1）如图1，菱形AEGH的顶点E、H在菱形ABCD的边上，且∠BAD＝60°，请直接写出HD：GC：EB的结果（不必写计算过程）

解：连接AG，

∵菱形AEGH的顶点E、H在菱形ABCD的边上，且∠BAD＝60°，

∴∠GAE＝∠CAB＝30°，AE＝AH，AB＝AD，

∴A，G，C共线，AB﹣AE＝AD﹣AH，

∴HD＝EB，

延长HG交BC于点M，延长EG交DC于点N，连接MN，交GC于点O，则GMCN也为菱形，

∴GC⊥MN，∠NGO＝∠AGE＝30°，

∴OG/GN=cos30°=√3/2
∵GC＝2OG，

∴GN/GC=1/3
∵HGND为平行四边形，

∴HD＝GN，

∴HD：GC：EB＝1：√3：1．
（2）将图1中的菱形AEGH绕点A旋转一定角度，如图2，求HD：GC：EB；

解：如图2，连接AG，AC，

∵△ADC和△AHG都是等腰三角形，

∴AD：AC＝AH：AG＝1：√3，∠DAC＝∠HAG＝30°，

∴∠DAH＝∠CAG，

∴△DAH∽△CAG，

∴HD：GC＝AD：AC＝1：√3，

∵∠DAB＝∠HAE＝60°，

∴∠DAH＝∠BAE，

在△DAH和△BAE中，

AD=AB，∠DAH＝∠BAE，AH=AE
∴△DAH≌△BAE（SAS）

∴HD＝EB，

∴HD：GC：EB＝1：√3：1．
（3）把图2中的菱形都换成矩形，如图3，且AD：AB＝AH：AE＝1：2，此时HD：GC：EB的结果与（2）小题的结果相比有变化吗？如果有变化，直接写出变化后的结果（不必写计算过程）；若无变化，请说明理由．

有变化．

解：如图3，连接AG，AC，

∵AD：AB＝AH：AE＝1：2，∠ADC＝∠AHG＝90°，

∴△ADC∽△AHG，∴AD：AC＝AH：AG＝1：√5，

∵∠DAC＝∠HAG，

∴∠DAH＝∠CAG，

∴△DAH∽△CAG，

∴HD：GC＝AD：AC＝1：√5，

∵∠DAB＝∠HAE＝90°，∴∠DAH＝∠BAE，

∵DA：AB＝HA：AE＝1：2，∴△ADH∽△ABE，

∴DH：BE＝AD：AB＝1：2，

∴HD：GC：EB＝1：√5：2
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【三】如图，在矩形ABCD中，点E是AD上的一个动点，连结BE，作点A关于BE的对称点F，且点F落在矩形ABCD的内部，连结AF，BF，EF，过点F作GF⊥AF交AD于点G，设AD/AE=n．

（1）求证：AE＝GE；

解：设AE＝a，则AD＝na，

由对称知，AE＝FE，∴∠EAF＝∠EFA，

∵GF⊥AF，∴∠EAF+∠FGA＝∠EFA+∠EFG＝90°，

∴∠FGA＝∠EFG，∴EG＝EF，

∴AE＝EG；
（2）当点F落在AC上时，用含n的代数式表示AD/AB的值；

解：如图1，当点F落在AC上时，

由对称知，BE⊥AF，∴∠ABE+∠BAC＝90°，

∵∠DAC+∠BAC＝90°，

∴∠ABE＝∠DAC，

∵∠BAE＝∠D＝90°，

∴△ABE∽△DAC，

∴AB/DA=AE/DC，∵AB＝DC，∴AB2＝AD•AE＝na2，

∵AB＞0，∴AB=√na，

∴AD/AB=na/√na=√n；
（3）若AD＝4AB，且以点F，C，G为顶点的三角形是直角三角形，求n的值．

解：若AD＝4AB，则AB=n/4a，

如图2，当点F落在线段BC上时，

EF＝AE＝AB＝a，

此时n/4a＝a，∴n＝4，

∴当点F落在矩形内部时，n＞4，

∵点F落在矩形内部，点G在AD上，

∴∠FCG＜∠BCD，∴∠FCG＜90°，

①当∠CFG＝90°时，

如图3，则点F落在AC上，

由（2）得，AD/AB=√n

∴n＝16，

②当∠CGF＝90°时，则∠CGD+∠AGF＝90°，

∵∠FAG+∠AGF＝90°，

∴∠CGD＝∠FAG＝∠ABE，

∵∠BAE＝∠D＝90°，

∴△ABE∽△DGC，

∴AB/DG=AE/DC∴AB•DC＝DG•AE，

∵DG＝AD﹣AE﹣EG＝na﹣2a＝（n﹣2）a，

∴（n/4a）2＝（n﹣2）a•a，

∴n＝8+4√2或n＝8﹣4√2（由于n＞4，所以舍），

∴当n＝16或n＝8+4√2时，以点F，C，G为顶点的三角形是直角三角形．
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【发现】如图①，已知等边△ABC，将直角三角板的60°角顶点D任意放在BC边上（点D不与点B、C重合），使两边分别交线段AB、AC于点E、F．

（1）若AB＝6，AE＝4，BD＝2，则CF＝ 4 ；

解：∵△ABC是等边三角形，

∴AB＝BC＝AC＝6，∠B＝∠C＝60°．

∵AE＝4，∴BE＝2，则BE＝BD，

∴△BDE是等边三角形，∴∠BED＝60°，

又∵∠EDF＝60°，∴∠EDB＝∠B＝60°．

∴∠CDF＝180°﹣∠EDF﹣∠B＝60°，
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则∠CDF＝∠C＝60°，∴△CDF是等边三角形，

∴CF＝CD＝BC﹣BD＝6﹣2＝4
（2）求证：△EBD∽△DCF．

证明：如图①，

∵∠EDF＝60°，∠B＝60°，

∴∠CDF+BDE＝120°，

∠BED+∠BDE＝120°，∴∠BED＝∠CDF．

又∠B＝∠C＝60°，

∴△EBD∽△DCF；
【思考】若将图①中的三角板的顶点D在BC边上移动，保持三角板与边AB、AC的两个交点E、F都存在，连接EF，如图②所示，问：点D是否存在某一位置，使ED平分∠BEF且FD平分∠CFE？若存在，求出BD/BC的值；若不存在，请说明理由．

存在
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如图②，过D作DM⊥BE，DG⊥EF，DN⊥CF，垂足分别是M、G、N，

∵ED平分∠BEF且FD平分∠CFE．

∴DM＝DG＝DN．

又∠B＝∠C＝60°，

∠BMD＝∠CND＝90°，

∴△BDM≌△CDN，

∴BD＝CD，即点D是BC的中点，

∴BD/BC=1/2；
【探索】如图③，在等腰△ABC中，AB＝AC，点O为BC边的中点，将三角形透明纸板的一个顶点放在点O处（其中∠MON＝∠B），使两条边分别交边AB、AC于点E、F（点E、F均不与△ABC的顶点重合），连接EF．设∠B＝α，则△AEF与△ABC的周长之比为1﹣cosα（用含α的表达式表示）．

解：如图③，连接AO，作OG⊥BE，OD⊥EF，OH⊥CF，垂足分别是G、D、H．
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则∠BGO＝∠CHO＝90°，

∵AB＝AC，O是BC的中点，

∴∠B＝∠C，OB＝OC，

∴△OBG≌△OCH，

∴OG＝OH，GB＝CH，∠BOG＝∠COH＝90°﹣α，

则∠GOH＝180°﹣（∠BOG+∠COH）＝2α，

∴∠EOF＝∠B＝α

由（2）题可猜想应用EF＝ED+DF＝GE+FH（可通过半角旋转证明），

则C△AEF＝AE+EF+AF＝AE+EG+FH+AF＝AG+AH＝2AG，

设AB＝m，则OB＝mcosα，GB＝mcos2α．

C△AEF/C△ABC＝2AG/2（AB+OB）=AG/AB+OB

=m-mcos2α/m+mcos=1﹣cosα．
【二】解答题
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（1）如图1，菱形AEGH的顶点E、H在菱形ABCD的边上，且∠BAD＝60°，请直接写出HD：GC：EB的结果（不必写计算过程）

解：连接AG，

∵菱形AEGH的顶点E、H在菱形ABCD的边上，且∠BAD＝60°，

∴∠GAE＝∠CAB＝30°，AE＝AH，AB＝AD，

∴A，G，C共线，AB﹣AE＝AD﹣AH，

∴HD＝EB，

延长HG交BC于点M，延长EG交DC于点N，连接MN，交GC于点O，则GMCN也为菱形，

∴GC⊥MN，∠NGO＝∠AGE＝30°，
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∴OG/GN=cos30°=√3/2
∵GC＝2OG，

∴GN/GC=1/3
∵HGND为平行四边形，

∴HD＝GN，

∴HD：GC：EB＝1：√3：1．
（2）将图1中的菱形AEGH绕点A旋转一定角度，如图2，求HD：GC：EB；

解：如图2，连接AG，AC，

∵△ADC和△AHG都是等腰三角形，

∴AD：AC＝AH：AG＝1：√3，∠DAC＝∠HAG＝30°，
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∴∠DAH＝∠CAG，

∴△DAH∽△CAG，

∴HD：GC＝AD：AC＝1：√3，

∵∠DAB＝∠HAE＝60°，

∴∠DAH＝∠BAE，

在△DAH和△BAE中，

AD=AB，∠DAH＝∠BAE，AH=AE
∴△DAH≌△BAE（SAS）

∴HD＝EB，

∴HD：GC：EB＝1：√3：1．
（3）把图2中的菱形都换成矩形，如图3，且AD：AB＝AH：AE＝1：2，此时HD：GC：EB的结果与（2）小题的结果相比有变化吗？如果有变化，直接写出变化后的结果（不必写计算过程）；若无变化，请说明理由．

有变化．

解：如图3，连接AG，AC，

∵AD：AB＝AH：AE＝1：2，∠ADC＝∠AHG＝90°，
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∴△ADC∽△AHG，∴AD：AC＝AH：AG＝1：√5，

∵∠DAC＝∠HAG，

∴∠DAH＝∠CAG，

∴△DAH∽△CAG，

∴HD：GC＝AD：AC＝1：√5，

∵∠DAB＝∠HAE＝90°，∴∠DAH＝∠BAE，

∵DA：AB＝HA：AE＝1：2，∴△ADH∽△ABE，

∴DH：BE＝AD：AB＝1：2，

∴HD：GC：EB＝1：√5：2
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【三】如图，在矩形ABCD中，点E是AD上的一个动点，连结BE，作点A关于BE的对称点F，且点F落在矩形ABCD的内部，连结AF，BF，EF，过点F作GF⊥AF交AD于点G，设AD/AE=n．

（1）求证：AE＝GE；

解：设AE＝a，则AD＝na，

由对称知，AE＝FE，∴∠EAF＝∠EFA，

∵GF⊥AF，∴∠EAF+∠FGA＝∠EFA+∠EFG＝90°，

∴∠FGA＝∠EFG，∴EG＝EF，

∴AE＝EG；
（2）当点F落在AC上时，用含n的代数式表示AD/AB的值；

解：如图1，当点F落在AC上时，

由对称知，BE⊥AF，∴∠ABE+∠BAC＝90°，

∵∠DAC+∠BAC＝90°，

∴∠ABE＝∠DAC，

∵∠BAE＝∠D＝90°，

∴△ABE∽△DAC，

∴AB/DA=AE/DC，∵AB＝DC，∴AB2＝AD•AE＝na2，

∵AB＞0，∴AB=√na，

∴AD/AB=na/√na=√n；
（3）若AD＝4AB，且以点F，C，G为顶点的三角形是直角三角形，求n的值．

解：若AD＝4AB，则AB=n/4a，

如图2，当点F落在线段BC上时，

EF＝AE＝AB＝a，

此时n/4a＝a，∴n＝4，

∴当点F落在矩形内部时，n＞4，

∵点F落在矩形内部，点G在AD上，

∴∠FCG＜∠BCD，∴∠FCG＜90°，

①当∠CFG＝90°时，

如图3，则点F落在AC上，

由（2）得，AD/AB=√n

∴n＝16，

②当∠CGF＝90°时，则∠CGD+∠AGF＝90°，

∵∠FAG+∠AGF＝90°，

∴∠CGD＝∠FAG＝∠ABE，

∵∠BAE＝∠D＝90°，

∴△ABE∽△DGC，

∴AB/DG=AE/DC∴AB•DC＝DG•AE，

∵DG＝AD﹣AE﹣EG＝na﹣2a＝（n﹣2）a，

∴（n/4a）2＝（n﹣2）a•a，

∴n＝8+4√2或n＝8﹣4√2（由于n＞4，所以舍），

∴当n＝16或n＝8+4√2时，以点F，C，G为顶点的三角形是直角三角形．

