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八下数学 | 一次函数背景下

等腰三角形的存在性问题
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【一】如图1，一次函数y＝kx+b的图象与x轴交于点A（6，0），与y轴交于点B（0，3），与正比例函数y＝x的图象交于点C．

（1）求一次函数的解析式及点C的坐标；

解：∵一次函数y＝kx+b的图象与x轴交于点A（6，0），与y轴交于点B（0，3），

∴6k+b=0，b=3解得：k=-1/2，b=3
∴一次函数y＝﹣1/2x+3，

∵与函数y＝x的图象交于点C，

∴﹣1/2x+3＝x，∴x＝2，

当x＝2时，y＝x＝2，

∴C点的坐标（2，2）．
（2）在y轴上是否存在一点P，使△BCP是等腰三角形，若存在，请直接写出点P的坐标，若不存在，请说明理由；

解：设P（0，m），

∵B（0，3），C（2，2）．

∴BC2＝（0﹣2）2+（3﹣2）2＝5，

PC2＝（0﹣2）2+（m﹣2）2＝4+（m﹣2）2，

BP2＝（m﹣3）2，

要使△BCP是等腰三角形，①BC＝PC，

∴BC2＝PC2，4+（m﹣2）2＝5，

m﹣2＝1或m﹣2＝﹣1，m＝3或m＝1，

当m＝3时与P点重合（舍去），

∴m＝1，∴P（0，1），

②BC＝BP，∴BC2＝BP2，∴（m﹣3）2＝5，

m﹣3＝√5或m﹣3＝﹣√5，

∴m＝3+√5或m＝3﹣√5，

∴P（0，3+√5）或P（0，3﹣√5），

③PC＝BP，∴PC2＝BP2，

∴4+（m﹣2）2＝（m﹣3）2，解得m＝1/2，

∴P（0，1/2）．

综上所述，P点的坐标为：

（0，1）或（0，3+√5）或（0，3﹣√5）或（0，1/2）．
（3）如图2，过点C作CD⊥x轴于点D，点E是线段OD上一点，F是y轴正半轴上一点，且∠ECF＝45°，连接EF，求△OEF的周长．

解：过点C作CP交x轴于点P，使DP＝HF，过点C作CH⊥y轴，

∵CH⊥y轴，OD⊥y轴，CD⊥x轴，OH⊥x轴，

∴∠CHO＝∠HOD＝∠OPC＝∠PCH＝90°，

∴四边形HODC为长方形，

∵C（2，2）．

∴CD＝OD＝2，

∴四边形HODC为正方形，

∴CH＝CD，

∵在△CHF和△CDP中，∠CHF＝∠CDP＝90°，CH＝CD，HF＝DP，

∴△CHF≌△CDP（SAS），∴CF＝PC，∠HCF＝∠DCP，

∵∠HCD＝∠HCF+∠FCE+∠ECD

＝∠HCF+∠FCD＝90°，

∴∠DCP+∠FCD＝90°，

∴∠HCP＝∠FCD+∠DCP＝90°，

∵∠FCE＝45°，

∴∠ECP＝∠FCP﹣∠FCE＝90°﹣45°＝45°，

在△ECF和△ECP中，∠FCE＝∠ECP，CE＝CE，CF＝CP，

∴△CFE≌△CPE（SAS），∴EF＝EP，

∵EP＝ED+DP＝ED+HF，设OE＝m，OF＝n，

∴HF＝OH﹣OF＝2﹣n，ED＝2﹣m+2﹣n＝4﹣m﹣n，

∴△OEF的周长＝OE+OF+EF＝m+n+4﹣m﹣n＝4．
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【二】如图1，平面直角坐标系中，过A（3/2，3）作AC∥x轴，交y轴于C，交直线OB于点B，已知∠BOC＝30°．

（1）求直线OB解析式；

解：在△BOC中，OC＝3，设CB＝a，则OB＝2a，

由勾股定理得：（2a）2＝a2+32，

解得：a＝√3（负值舍去），故点B（﹣√3，3），

设直线OB的表达式为：y＝kx，将点B的坐标代入并解得：k＝﹣√3，

故直线OB的表达式为：y＝﹣√3x；
（2）F为线段OC上一动点，连接AF，求AF+1/2FO的最小值及此时F点坐标；

解：如图，过点F作FH⊥OB，则FH＝1/2OF，

AF+1/2FO＝AF+FH，

故当A、F、H三点共线时，

AF+1/2FO＝AF+FH＝AH最小，

∵AH⊥BO，

则设直线AH的表达式为：y＝√3/3x+b，将点A的坐标的代入上式并解得：b＝3﹣√3/2，

故直线AH的表达式为：y＝√3/3x+3﹣√3/2，

故点F（0，3﹣√3/2），

则CF＝3﹣（3﹣√3/2）＝√3/2＝CF′，

则AF＝2CF＝√3，1/2OF＝3/2﹣√3/4，

故AF+1/2FO取得最小值＝√3+3/2﹣√3/4＝3√3+6/4；
（3）如图2，在（2）条件下，当AF+[image: image9.png]


FO取得最小值时，将△CFA绕C顺时针旋转60°得到△CF'A'，过点F′作CF′的垂线与直线AC交于点Q，此时有一点D （2，4），请问在y轴上是否存在点S，使得以D，S，Q三点为顶点的三角形为等腰三角形？若存在，请直接写出S的坐标；若不存在，请说明理由．

解：存在

理由：∵△CFA绕C顺时针旋转60°得到△CF'A'，

∴∠QCF′＝90°﹣60°＝30°，

在Rt△CQF′中，∠QCF′＝30°，CF′＝√3/2，同理可得：CQ＝1，故点Q（﹣1，3）；

设点S（0，m），而点D（2，4）；

QS2＝1+（m﹣3）2，DQ2＝1+9＝10，

SD2＝4+（m﹣4）2，

当QS＝QD时，1+（m﹣3）2＝10，解得：m＝6或0；

当QS＝SD时，同理可得：m＝5；

当DQ＝DS时，同理可得：m＝4±√6；

综上，点S的坐标为：（0，6）或（0，0）或（0，5）

或（0，4+√6）或（0，4﹣√6）
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【三】如图1，已知直线AC的解析式为y＝﹣x+b，直线BC的解析式为y＝kx﹣2（k≠0），且△BOC的面积为6．

（1）求k和b的值；

解：直线BC的解析式为y＝kx﹣2，则点C（0，﹣2），

将点C的坐标代入y＝﹣x+b

得：﹣2＝b，解得：b＝﹣2，

故直线AC的表达式为：y＝﹣x﹣2；

△BOC的面积＝1/2×OB•CO＝1/2×2×OB＝6，

解得：OB＝6，故点B（6，0），

将点B的坐标代入y＝kx﹣2得：0＝6k﹣2，

解得：k＝1/3；故k＝1/3，b＝﹣2；
（2）如图1，将直线AC绕A点逆时针旋转90°得到直线AD，点D在y轴上，若点M为x轴上的一个动点，点N为直线AD上的一个动点，当DM+MN+NB的值最小时，求此时点M的坐标及DM+MN+NB的最小值；

解：将直线AC绕A点逆时针旋转90°得到直线AD，则点D（0，2），

由点A、D的坐标得，直线AD的表达式为：y＝x+2；

过点B作点B关于直线AD的对称点B′，连接B′C交AD于点N，交x轴于点M，

则点M、N为所求点，

点C是点D关于x轴的对称点，

则MC＝MD，而NB＝NB′，

故DM+MN+NB＝MC+MN+NB′＝B′C为最小，

直线AD的倾斜角为45°，BB′⊥AD，

则AB＝AB′＝8，

直线AB′与AD的夹角也为45°，故直线AB′⊥AB，故点B′（﹣2，8），

由点B′、C的坐标得，直线B′C的表达式为：y＝﹣5x﹣2，令y＝0，即﹣5x﹣2＝0，解得：x＝﹣2/5，

故点M（﹣2/5，0），

DM+MN+NB最小值为B′C＝√（-2）²+（8+2）²＝2√26；
（3）如图2，将△AOD沿着直线AC平移得到△A′O′D′，A′D′与x轴交于点P，连接A′D、DP，当△DA′P是等腰三角形时，求此时P点坐标．

解：设△AOD沿着直线AC向右平移m个单位，向下平移m个单位得到△A′O′D′，则点A′（m﹣2，﹣m），

设直线A′D′的表达式为：y＝x+b′，将点A′的坐标代入上式得：﹣m＝m﹣2+b′，解得：b′＝2﹣2m，

则直线A′D′的表达式为：y＝x+2﹣2m，

令y＝0，则x＝2m﹣2，故点P（2m﹣2，0），而点A′（m﹣2，﹣m），点D（0，2），

则A′P2＝2m2，A′D2＝（m﹣2）2+（﹣m﹣2）2＝2m2+8，PD2＝（2m﹣2）2+4；

当A′P＝A′D时，2m2＝2m2+8，解得：方程无解；

当A′P＝PD时，同理可得：m＝2；

当A′D＝PD时，同理可得：m＝0（舍去）或4，

综上，点P（2，0）或（6，0）．
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【一】如图1，一次函数y＝kx+b的图象与x轴交于点A（6，0），与y轴交于点B（0，3），与正比例函数y＝x的图象交于点C．

（1）求一次函数的解析式及点C的坐标；

解：∵一次函数y＝kx+b的图象与x轴交于点A（6，0），与y轴交于点B（0，3），

∴6k+b=0，b=3解得：k=-1/2，b=3
∴一次函数y＝﹣1/2x+3，

∵与函数y＝x的图象交于点C，

∴﹣1/2x+3＝x，∴x＝2，

当x＝2时，y＝x＝2，

∴C点的坐标（2，2）．
（2）在y轴上是否存在一点P，使△BCP是等腰三角形，若存在，请直接写出点P的坐标，若不存在，请说明理由；

解：设P（0，m），

∵B（0，3），C（2，2）．

∴BC2＝（0﹣2）2+（3﹣2）2＝5，

PC2＝（0﹣2）2+（m﹣2）2＝4+（m﹣2）2，

BP2＝（m﹣3）2，

要使△BCP是等腰三角形，①BC＝PC，

∴BC2＝PC2，4+（m﹣2）2＝5，

m﹣2＝1或m﹣2＝﹣1，m＝3或m＝1，

当m＝3时与P点重合（舍去），

∴m＝1，∴P（0，1），

②BC＝BP，∴BC2＝BP2，∴（m﹣3）2＝5，

m﹣3＝√5或m﹣3＝﹣√5，

∴m＝3+√5或m＝3﹣√5，

∴P（0，3+√5）或P（0，3﹣√5），

③PC＝BP，∴PC2＝BP2，

∴4+（m﹣2）2＝（m﹣3）2，解得m＝1/2，

∴P（0，1/2）．

综上所述，P点的坐标为：

（0，1）或（0，3+√5）或（0，3﹣√5）或（0，1/2）．
（3）如图2，过点C作CD⊥x轴于点D，点E是线段OD上一点，F是y轴正半轴上一点，且∠ECF＝45°，连接EF，求△OEF的周长．

解：过点C作CP交x轴于点P，使DP＝HF，过点C作CH⊥y轴，

∵CH⊥y轴，OD⊥y轴，CD⊥x轴，OH⊥x轴，

∴∠CHO＝∠HOD＝∠OPC＝∠PCH＝90°，

∴四边形HODC为长方形，
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∵C（2，2）．

∴CD＝OD＝2，

∴四边形HODC为正方形，

∴CH＝CD，

∵在△CHF和△CDP中，∠CHF＝∠CDP＝90°，CH＝CD，HF＝DP，

∴△CHF≌△CDP（SAS），∴CF＝PC，∠HCF＝∠DCP，

∵∠HCD＝∠HCF+∠FCE+∠ECD

＝∠HCF+∠FCD＝90°，

∴∠DCP+∠FCD＝90°，

∴∠HCP＝∠FCD+∠DCP＝90°，

∵∠FCE＝45°，

∴∠ECP＝∠FCP﹣∠FCE＝90°﹣45°＝45°，

在△ECF和△ECP中，∠FCE＝∠ECP，CE＝CE，CF＝CP，

∴△CFE≌△CPE（SAS），∴EF＝EP，

∵EP＝ED+DP＝ED+HF，设OE＝m，OF＝n，

∴HF＝OH﹣OF＝2﹣n，ED＝2﹣m+2﹣n＝4﹣m﹣n，

∴△OEF的周长＝OE+OF+EF＝m+n+4﹣m﹣n＝4．
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【二】如图1，平面直角坐标系中，过A（3/2，3）作AC∥x轴，交y轴于C，交直线OB于点B，已知∠BOC＝30°．

（1）求直线OB解析式；

解：在△BOC中，OC＝3，设CB＝a，则OB＝2a，

由勾股定理得：（2a）2＝a2+32，

解得：a＝√3（负值舍去），故点B（﹣√3，3），

设直线OB的表达式为：y＝kx，将点B的坐标代入并解得：k＝﹣√3，

故直线OB的表达式为：y＝﹣√3x；
（2）F为线段OC上一动点，连接AF，求AF+1/2FO的最小值及此时F点坐标；

解：如图，过点F作FH⊥OB，则FH＝1/2OF，

AF+1/2FO＝AF+FH，

故当A、F、H三点共线时，

AF+1/2FO＝AF+FH＝AH最小，

∵AH⊥BO，

则设直线AH的表达式为：y＝√3/3x+b，将点A的坐标的代入上式并解得：b＝3﹣√3/2，

故直线AH的表达式为：y＝√3/3x+3﹣√3/2，

故点F（0，3﹣√3/2），

则CF＝3﹣（3﹣√3/2）＝√3/2＝CF′，

则AF＝2CF＝√3，1/2OF＝3/2﹣√3/4，

故AF+1/2FO取得最小值＝√3+3/2﹣√3/4＝3√3+6/4；
（3）如图2，在（2）条件下，当AF+[image: image2.png]


FO取得最小值时，将△CFA绕C顺时针旋转60°得到△CF'A'，过点F′作CF′的垂线与直线AC交于点Q，此时有一点D （2，4），请问在y轴上是否存在点S，使得以D，S，Q三点为顶点的三角形为等腰三角形？若存在，请直接写出S的坐标；若不存在，请说明理由．

解：存在

理由：∵△CFA绕C顺时针旋转60°得到△CF'A'，

∴∠QCF′＝90°﹣60°＝30°，

在Rt△CQF′中，∠QCF′＝30°，CF′＝√3/2，同理可得：CQ＝1，故点Q（﹣1，3）；

设点S（0，m），而点D（2，4）；

QS2＝1+（m﹣3）2，DQ2＝1+9＝10，

SD2＝4+（m﹣4）2，

当QS＝QD时，1+（m﹣3）2＝10，解得：m＝6或0；

当QS＝SD时，同理可得：m＝5；

当DQ＝DS时，同理可得：m＝4±√6；

综上，点S的坐标为：（0，6）或（0，0）或（0，5）

或（0，4+√6）或（0，4﹣√6）

【三】如图1，已知直线AC的解析式为y＝﹣x+b，直线BC的解析式为y＝kx﹣2（k≠0），且△BOC的面积为6．

（1）求k和b的值；

解：直线BC的解析式为y＝kx﹣2，则点C（0，﹣2），

将点C的坐标代入y＝﹣x+b

得：﹣2＝b，解得：b＝﹣2，

故直线AC的表达式为：y＝﹣x﹣2；

△BOC的面积＝1/2×OB•CO＝1/2×2×OB＝6，

解得：OB＝6，故点B（6，0），

将点B的坐标代入y＝kx﹣2得：0＝6k﹣2，

解得：k＝1/3；故k＝1/3，b＝﹣2；
（2）如图1，将直线AC绕A点逆时针旋转90°得到直线AD，点D在y轴上，若点M为x轴上的一个动点，点N为直线AD上的一个动点，当DM+MN+NB的值最小时，求此时点M的坐标及DM+MN+NB的最小值；

解：将直线AC绕A点逆时针旋转90°得到直线AD，则点D（0，2），

由点A、D的坐标得，直线AD的表达式为：y＝x+2；

过点B作点B关于直线AD的对称点B′，连接B′C交AD于点N，交x轴于点M，

则点M、N为所求点，

点C是点D关于x轴的对称点，

则MC＝MD，而NB＝NB′，

故DM+MN+NB＝MC+MN+NB′＝B′C为最小，

直线AD的倾斜角为45°，BB′⊥AD，

则AB＝AB′＝8，

直线AB′与AD的夹角也为45°，故直线AB′⊥AB，故点B′（﹣2，8），

由点B′、C的坐标得，直线B′C的表达式为：y＝﹣5x﹣2，令y＝0，即﹣5x﹣2＝0，解得：x＝﹣2/5，

故点M（﹣2/5，0），

DM+MN+NB最小值为B′C＝√（-2）²+（8+2）²＝2√26；
（3）如图2，将△AOD沿着直线AC平移得到△A′O′D′，A′D′与x轴交于点P，连接A′D、DP，当△DA′P是等腰三角形时，求此时P点坐标．

解：设△AOD沿着直线AC向右平移m个单位，向下平移m个单位得到△A′O′D′，则点A′（m﹣2，﹣m），

设直线A′D′的表达式为：y＝x+b′，将点A′的坐标代入上式得：﹣m＝m﹣2+b′，解得：b′＝2﹣2m，

则直线A′D′的表达式为：y＝x+2﹣2m，

令y＝0，则x＝2m﹣2，故点P（2m﹣2，0），而点A′（m﹣2，﹣m），点D（0，2），

则A′P2＝2m2，A′D2＝（m﹣2）2+（﹣m﹣2）2＝2m2+8，PD2＝（2m﹣2）2+4；

当A′P＝A′D时，2m2＝2m2+8，解得：方程无解；

当A′P＝PD时，同理可得：m＝2；

当A′D＝PD时，同理可得：m＝0（舍去）或4，

综上，点P（2，0）或（6，0）．
