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八下数学 | 期末压轴必考

四边形中的折叠问题专练
[image: image2.png]


【一】将等腰三角形ABC折叠，使顶点B与底边AC的中点D重合，折线分别交AB，BC于点F，E，连接DF，DE．

（1）如图1，求证：四边形DFBE是菱形；

证明：连接BD，交EF于点O，

∵AB＝BC，点D是AC的中点，

∴BD⊥AC，∠ABD＝∠DBC，

由折叠可知EF⊥BD，OB＝OD，

∴BE＝BF，∴OE＝OF，

∴EF与BD垂直平分，

∴四边形DFBE是菱形；
（2）如图2，延长FD至点G，使FD＝DG，连接GC，并延长GC交FE的延长线于点H，在不添加任何辅助线的情况下，请直接写出图2中的所有平行四边形（不包括以BF为一边的平行四边形）．

解：如图2中共有五个平行四边形（不包括以BF为一边的平行四边形）．

分别是▱ADEF；▱四边形ACHF；▱DCHE；▱DGCE；▱DCEF．×
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【二】如图1，在正方形ABCD中，点E为BC上一点，连接DE，把△DEC沿DE折叠得到△DEF，延长EF交AB于G，连接DG．

（1）求∠EDG的度数．

解：如图1所示：

∵四边形ABCD是正方形，

∴DC＝DA．∠A＝∠B＝∠C＝∠ADC＝90°，

∵△DEC沿DE折叠得到△DEF，

∴∠DFE＝∠C，DC＝DF，∠1＝∠2，

∴∠DFG＝∠A＝90°，DA＝DF，

在Rt△DGA和Rt△DGF中，

DG=DG，DA=DF
∴Rt△DGA≌Rt△DGF（HL），

∴∠3＝∠4，

∴∠EDG＝∠3+∠2=1/2∠ADF+1/2∠FDC，

=1/2（∠ADF+∠FDC）=1/2×90°＝45°
（2）如图2，E为BC的中点，连接BF．

①求证：BF∥DE；

证明：如图2所示：

∵△DEC沿DE折叠得到△DEF，E为BC的中点，

∴CE＝EF＝BE，∠DEF＝∠DEC，∴∠5＝∠6，

∵∠FEC＝∠5+∠6，

∴∠DEF+∠DEC＝∠5+∠6，∴2∠5＝2∠DEC，

即∠5＝∠DEC，∴BF∥DE
②若正方形边长为6，求线段AG的长．

解：设AG＝x，则GF＝x，BG＝6﹣x，

∵正方形边长为6，E为BC的中点，

∴CE＝EF＝BE=1/2×6＝3，

∴GE＝EF+GF＝3+x，

在Rt△GBE中，根据勾股定理得：

（6﹣x）2+32＝（3+x）2，

解得：x＝2，

即线段AG的长为2
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【三】在正方形ABCD中，E、F分别为BC、CD的中点，AE与BF相交于点G．

（1）如图1，求证：AE⊥BF；

证明：∵E，F分别是正方形ABCD边BC，CD的中点，

∴CF＝BE，

在△ABE和△BCF中， AB=BC，∠ABE=∠BCF，BE=BCF

∴Rt△ABE≌Rt△BCF（SAS），∴∠BAE＝∠CBF，

又∵∠BAE+∠BEA＝90°，

∴∠CBF+∠BEA＝90°，

∴∠BGE＝90°，

∴AE⊥BF
（2）如图2，将△BCF沿BF折叠，得到△BPF，延长FP交BA的延长线于点Q，若AB＝4，求QF的值

解：∵将△BCF沿BF折叠，得到△BPF，

∴FP＝FC，∠PFB＝∠BFC，∠FPB＝90°，

∵CD∥AB，∴∠CFB＝∠ABF，

∴∠ABF＝∠PFB，∴QF＝QB，

设QF＝x，PB＝BC＝AB＝4，CF＝PF＝2，

∴QB＝x，PQ＝x﹣2，

在Rt△BPQ中，∴x2＝（x﹣2）2+42，

解得：x＝5，

即QF＝5．
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【四】如图，将矩形ABCD纸片对折，设折痕为MN，再通过折叠使B点落在折痕MN上的B'，设两条折痕的交点为F，连接BF、EB'、BB'、AB'．

（1）求∠ABB'的度数；

解：∵将矩形ABCD纸片沿MN对折，

∴MN垂直平分AB，∴AB′＝BB′，

∵△ABE、△AB′E关于AE对称，∴AB＝AB′，

∴AB＝AB′＝BB′，∴△ABB′是等边三角形，

∴∠ABB′＝60°
（2）请判断四边形BFB'E的形状，并说明理由．

解：四边形BFB’E是菱形，理由如下：

∵△ABE、△AB′E关于AE对称，

∴AE垂直平分BB′，∴BE＝B′E，BF＝B′F，

∵△ABB′是等边三角形，∴∠AB′B＝60°，

又∵B′M⊥AB，∴∠BB′M＝∠AB′M＝30°，

又∵∠ABE＝∠AB′E＝90°，

∴∠BB′E＝∠AB′E﹣∠AB′B＝30°，

∴∠BB′F＝∠BB′E，

又∵AE⊥BB′，∴∠EFB′＝∠FEB′＝60°，

∴FB′＝EB′，

又∵BE＝B′E，BF＝B′F，∴BF＝FB′＝B′E＝BE，

∴四边形BFB′E是菱形．
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【五】已知：将矩形ABCD折叠，使点A与点C重合，折痕为EF，其中点E，F分别在AB，CD上，点D的对应点为点G，连接AF．

（1）如图1，求证：四边形AECF为菱形；

证明：由折叠性质得AE＝CE，AF＝FC，∠AEF＝∠CEF，

∵四边形ABCD为矩形，∴AE∥CF，∴∠AEF＝∠EFC，

∵∠AEF＝∠FEC，∴∠FEC＝∠EFC，∴CE＝CF，

∵AE＝CE，∴AE＝CF，

∵AF＝FC，∴AE＝CE＝CF＝AF，

∴四边形AECF为菱形．

（2）如图2，若∠CFG＝60°，连接AC交EF于点O，连接DO，GO，在不添加任何辅助线的情况下，请直接写出图2中所有的等边三角形．

解：等边三角形为：△AEF、△CEF、△AOD、△COG；理由如下：

∵∠CFG＝60°，∴∠DFA＝60°，∠CFA＝120°，

∵四边形AECF是菱形，

∴AO⊥EF，AO＝OC，AF＝FC＝CE＝AE，∠AFE＝∠CFE＝60°，

∴△AEF和△CEF是等边三角形，

∴∠DAF＝∠DAB﹣∠FAE＝30°，∠FAO＝30°，

∴∠DAO＝60°，

∵∠ADC＝90°，∴OD=1/2AC＝OA，

∴△AOD是等边三角形，

∵CG＝AD＝OC，OG=1/2AC，CG＝OC＝OG，

∴△COG是等边三角形．

【六】如图，矩形ABCO中，点C在x轴上，点A在y轴上，点B的坐标是（﹣6，8）．矩形ABCO沿直线BD折叠，使得点A落在对角线OB上的点E处，折痕与OA、x轴分别交于点D、F．
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（1）求点D的坐标；

解：∵四边形ABCO是矩形，点B的坐标是（﹣6，8）．

∴∠BAD＝∠OCB＝90°，AB＝OC＝6，OA＝BC＝8，

∴BO=√OC²+BC²=10；
由折叠的性质得：

BE＝AB＝6，∠BED＝∠BAD＝90°，DE＝AD，

∴OE＝BO﹣BE＝10﹣6＝4，∠OED＝90°，

设D（0，a），

则OD＝a，DE＝AD＝OA﹣OD＝8﹣a，

在Rt△EOD中，由勾股定理得：DE2+OE2＝OD2，

即（8﹣a）2+42＝a2，解得：a＝5，

∴D（0，5）
（2）若点N是平面内任一点，在x轴上是否存在点M，使M、N、E、O为顶点的四边形是菱形？若存在，请直接写出满足条件的点M的坐标；若不存在，请说明理由．

存在，点M的坐标为（4，0）或（﹣4，0）或（-10/3，0）或（-24/5，0）；理由如下：

①当OM、OE都为菱形的边时，OM＝OE＝4，

∴M的坐标为（4，0）或（﹣4，0）；

②当OM为菱形的边，OE为对角线时，MN垂直平分OE，垂足为G，如图1所示：

则OG=1/2OE＝2，

∵OA＝8，OD＝5，∴AD＝DE＝3，

∴E到y轴的距离=DE▪OE/OD=3▪4/5=12/5，

∴OH=12/5，

∵EM2﹣MH2＝42﹣（12/5）2，

∴OM2﹣（OM-12/5）2＝42﹣（12/5）2，

解得：OM=10/3，

∴M（-10/3，0）；

③当OM为菱形的对角线，OE为边时，如图2所示：

同②得：M（-24/5，0）；

综上所述，在x轴上存在点M，使以M、N、E、O为顶点的四边形是菱形，点M的坐标为（4，0）或（﹣4，0）或（-10/3，0）或（-24/5，0）．
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四边形中的折叠问题专练
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【一】将等腰三角形ABC折叠，使顶点B与底边AC的中点D重合，折线分别交AB，BC于点F，E，连接DF，DE．

（1）如图1，求证：四边形DFBE是菱形；
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证明：连接BD，交EF于点O，

∵AB＝BC，点D是AC的中点，

∴BD⊥AC，∠ABD＝∠DBC，

由折叠可知EF⊥BD，OB＝OD，

∴BE＝BF，∴OE＝OF，

∴EF与BD垂直平分，

∴四边形DFBE是菱形；
（2）如图2，延长FD至点G，使FD＝DG，连接GC，并延长GC交FE的延长线于点H，在不添加任何辅助线的情况下，请直接写出图2中的所有平行四边形（不包括以BF为一边的平行四边形）．

解：如图2中共有五个平行四边形（不包括以BF为一边的平行四边形）．

分别是▱ADEF；▱四边形ACHF；▱DCHE；▱DGCE；▱DCEF．×
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【二】如图1，在正方形ABCD中，点E为BC上一点，连接DE，把△DEC沿DE折叠得到△DEF，延长EF交AB于G，连接DG．

（1）求∠EDG的度数．

解：如图1所示：

∵四边形ABCD是正方形，

∴DC＝DA．∠A＝∠B＝∠C＝∠ADC＝90°，

∵△DEC沿DE折叠得到△DEF，
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∴∠DFE＝∠C，DC＝DF，∠1＝∠2，

∴∠DFG＝∠A＝90°，DA＝DF，

在Rt△DGA和Rt△DGF中，

DG=DG，DA=DF
∴Rt△DGA≌Rt△DGF（HL），

∴∠3＝∠4，

∴∠EDG＝∠3+∠2=1/2∠ADF+1/2∠FDC，

=1/2（∠ADF+∠FDC）=1/2×90°＝45°
（2）如图2，E为BC的中点，连接BF．

①求证：BF∥DE；

证明：如图2所示：

∵△DEC沿DE折叠得到△DEF，E为BC的中点，

∴CE＝EF＝BE，∠DEF＝∠DEC，∴∠5＝∠6，

∵∠FEC＝∠5+∠6，

∴∠DEF+∠DEC＝∠5+∠6，∴2∠5＝2∠DEC，

即∠5＝∠DEC，∴BF∥DE
②若正方形边长为6，求线段AG的长．

解：设AG＝x，则GF＝x，BG＝6﹣x，

∵正方形边长为6，E为BC的中点，

∴CE＝EF＝BE=1/2×6＝3，

∴GE＝EF+GF＝3+x，

在Rt△GBE中，根据勾股定理得：

（6﹣x）2+32＝（3+x）2，

解得：x＝2，

即线段AG的长为2
【三】在正方形ABCD中，E、F分别为BC、CD的中点，AE与BF相交于点G．

（1）如图1，求证：AE⊥BF；

证明：∵E，F分别是正方形ABCD边BC，CD的中点，

∴CF＝BE，

在△ABE和△BCF中， AB=BC，∠ABE=∠BCF，BE=BCF

∴Rt△ABE≌Rt△BCF（SAS），∴∠BAE＝∠CBF，

又∵∠BAE+∠BEA＝90°，

∴∠CBF+∠BEA＝90°，

∴∠BGE＝90°，

∴AE⊥BF
（2）如图2，将△BCF沿BF折叠，得到△BPF，延长FP交BA的延长线于点Q，若AB＝4，求QF的值

解：∵将△BCF沿BF折叠，得到△BPF，

∴FP＝FC，∠PFB＝∠BFC，∠FPB＝90°，

∵CD∥AB，∴∠CFB＝∠ABF，

∴∠ABF＝∠PFB，∴QF＝QB，

设QF＝x，PB＝BC＝AB＝4，CF＝PF＝2，

∴QB＝x，PQ＝x﹣2，

在Rt△BPQ中，∴x2＝（x﹣2）2+42，

解得：x＝5，

即QF＝5．

【四】如图，将矩形ABCD纸片对折，设折痕为MN，再通过折叠使B点落在折痕MN上的B'，设两条折痕的交点为F，连接BF、EB'、BB'、AB'．

（1）求∠ABB'的度数；

解：∵将矩形ABCD纸片沿MN对折，

∴MN垂直平分AB，∴AB′＝BB′，

∵△ABE、△AB′E关于AE对称，∴AB＝AB′，

∴AB＝AB′＝BB′，∴△ABB′是等边三角形，

∴∠ABB′＝60°
（2）请判断四边形BFB'E的形状，并说明理由．

解：四边形BFB’E是菱形，理由如下：

∵△ABE、△AB′E关于AE对称，

∴AE垂直平分BB′，∴BE＝B′E，BF＝B′F，

∵△ABB′是等边三角形，∴∠AB′B＝60°，

又∵B′M⊥AB，∴∠BB′M＝∠AB′M＝30°，

又∵∠ABE＝∠AB′E＝90°，

∴∠BB′E＝∠AB′E﹣∠AB′B＝30°，

∴∠BB′F＝∠BB′E，

又∵AE⊥BB′，∴∠EFB′＝∠FEB′＝60°，

∴FB′＝EB′，

又∵BE＝B′E，BF＝B′F，∴BF＝FB′＝B′E＝BE，

∴四边形BFB′E是菱形．

【五】已知：将矩形ABCD折叠，使点A与点C重合，折痕为EF，其中点E，F分别在AB，CD上，点D的对应点为点G，连接AF．

（1）如图1，求证：四边形AECF为菱形；

证明：由折叠性质得AE＝CE，AF＝FC，∠AEF＝∠CEF，

∵四边形ABCD为矩形，∴AE∥CF，∴∠AEF＝∠EFC，

∵∠AEF＝∠FEC，∴∠FEC＝∠EFC，∴CE＝CF，

∵AE＝CE，∴AE＝CF，

∵AF＝FC，∴AE＝CE＝CF＝AF，

∴四边形AECF为菱形．

（2）如图2，若∠CFG＝60°，连接AC交EF于点O，连接DO，GO，在不添加任何辅助线的情况下，请直接写出图2中所有的等边三角形．

解：等边三角形为：△AEF、△CEF、△AOD、△COG；理由如下：

∵∠CFG＝60°，∴∠DFA＝60°，∠CFA＝120°，

∵四边形AECF是菱形，

∴AO⊥EF，AO＝OC，AF＝FC＝CE＝AE，∠AFE＝∠CFE＝60°，

∴△AEF和△CEF是等边三角形，

∴∠DAF＝∠DAB﹣∠FAE＝30°，∠FAO＝30°，

∴∠DAO＝60°，

∵∠ADC＝90°，∴OD=1/2AC＝OA，

∴△AOD是等边三角形，

∵CG＝AD＝OC，OG=1/2AC，CG＝OC＝OG，

∴△COG是等边三角形．

【六】如图，矩形ABCO中，点C在x轴上，点A在y轴上，点B的坐标是（﹣6，8）．矩形ABCO沿直线BD折叠，使得点A落在对角线OB上的点E处，折痕与OA、x轴分别交于点D、F．


（1）求点D的坐标；

解：∵四边形ABCO是矩形，点B的坐标是（﹣6，8）．

∴∠BAD＝∠OCB＝90°，AB＝OC＝6，OA＝BC＝8，

∴BO=√OC²+BC²=10；
由折叠的性质得：

BE＝AB＝6，∠BED＝∠BAD＝90°，DE＝AD，

∴OE＝BO﹣BE＝10﹣6＝4，∠OED＝90°，

设D（0，a），

则OD＝a，DE＝AD＝OA﹣OD＝8﹣a，

在Rt△EOD中，由勾股定理得：DE2+OE2＝OD2，

即（8﹣a）2+42＝a2，解得：a＝5，

∴D（0，5）
（2）若点N是平面内任一点，在x轴上是否存在点M，使M、N、E、O为顶点的四边形是菱形？若存在，请直接写出满足条件的点M的坐标；若不存在，请说明理由．

存在，点M的坐标为（4，0）或（﹣4，0）或（-10/3，0）或（-24/5，0）；理由如下：

①当OM、OE都为菱形的边时，OM＝OE＝4，

∴M的坐标为（4，0）或（﹣4，0）；

②当OM为菱形的边，OE为对角线时，MN垂直平分OE，垂足为G，如图1所示：

则OG=1/2OE＝2，

∵OA＝8，OD＝5，∴AD＝DE＝3，

∴E到y轴的距离=DE▪OE/OD=3▪4/5=12/5，

∴OH=12/5，

∵EM2﹣MH2＝42﹣（12/5）2，

∴OM2﹣（OM-12/5）2＝42﹣（12/5）2，

解得：OM=10/3，

∴M（-10/3，0）；

③当OM为菱形的对角线，OE为边时，如图2所示：

同②得：M（-24/5，0）；

综上所述，在x轴上存在点M，使以M、N、E、O为顶点的四边形是菱形，点M的坐标为（4，0）或（﹣4，0）或（-10/3，0）或（-24/5，0）．

